Klasa 1. Procenty

Zadanie 1

Jaki procent wszystkich trzycyfrowych wielokrotnosci liczby 5 stanowig trzycyfrowe wielokrotnos$ci
liczby 257

Zadanie 2

Dlugos¢ pewnego prostopadioScianu zmniejszono o 20%, jego szerokoS¢ - o 25%, a wysoko$¢ - o 50%.
Otrzymano sze$cian o polu powierzchni réwnym 864 cm?. Jakie pole powierzchni miat poczatkowy
prostopadloscian?

Zadanie 3

Krawedz pewnego szeScianu zmniejszono o pewien procent i otrzymano sze$cian, ktérego pole po-
wierzchni jest mniejsze o 36%.

a) O ile procent zmniejszono krawedz tego szeScianu?

b) O ile procent jest mniejsza objeto$¢ otrzymanego sze$cianu?

Zadanie 4

Do syropu cukrowego o stezeniu 60% dolano tyle wody, ze otrzymano roztwor, w ktérym woda stanowi
60%. O ile procent wzrosta masa tego roztworu?

START

|

Wojtek wykonatl czynnos$ci opisane na schemacie przedstawionym Oto liczba n.
obok. Zaczat od pewnej liczby naturalnej n i otrzymat liczbe na- [

v
turalng m. Uzasadnij, ze liczba n jest wieksza od 1000. Oblicz 50% otrzymanej liczby.

|

Zadanie 5

Zadanie 6 Czy jeste$ tu dziesiaty raz?
Pan Wojciech przejechal te sama trase co pan Jerzy ze $rednia TAK NIE
predkoscig o 10% wieksza od $redniej predkosci pana Jerzego. | L
O ile procent czas przejazdu pana Wojciecha byl krotszy niz czas Otrzymana liczba to m.
przejazdu pana Jerzego? l

STOP

Zadanie 7

Do roztworu soli kuchennej o stezeniu p% wlano tyle wody, ze masa roztworu zwiekszyla sie o g%. Ile
jest teraz rOwne stezenie tego roztworu?

Zadanie 8

Uzasadnij, ze jeSli liczba trzycyfrowa jest podzielna przez 9, to suma jej cyfr stanowi ponad 9 %o tej
liczby.

Zadanie 9

Uzasadnij, ze $rednia arytmetyczna pieciu dodatnich liczb jest wieksza niz 20% najwiekszej z tych liczb.



Klasa 2. Wyrazenia algebraiczne i uktady rownan

Zadanie 1

Znajdz wszystkie trojki p, g, ¥ dodatnich liczb naturalnych spelniajace réwnanie pgr + pg +p = 15.

Zadanie 2

W kazdym z dwdéch pojemnikéw jest 300 kul. W pierwszym pojemniku kule biate stanowig 20% wszyst-
kich kul, a w drugim pojemniku - 30%. Czy mozna przetozy¢ pewngq liczbe biatych kul z drugiego
pojemnika do pierwszego, tak aby procent kul biatych w obu pojemnikach byt taki sam? Zapisz po-
trzebne obliczenia.

Zadanie 3
Liczby x1, X2, X3, X4, X5 S3 rozwigzaniami ukladu réwnan:
5X5 +4X4 +3X3+2X2 + X1 = /2
4X5 +3X4 +2X3+ X2 =+/2
3X5+2X4 +X3 =2
2X5 +X4 = \/?

Uzasadnij, ze co najmniej dwie z nich sa rowne 0.

Zadanie 4

Uzasadnij, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych dodatnich a, b, ¢ zachodza nastepujgce nierownosci:

1 1
a) — < =
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b) -3 <Ly
a+b+c a
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Zadanie 5

Rozwiaz uktad réwnan:

{(1+¢fx)2+y= (1+/=y)% +x
(1 —W)2+x=(1 — /X +y

Zadanie 6
Ix| + 1yl =32
Ix—yl=23

z dwéch liczb catkowitych.

Uktad réwnan { spelniaja cztery pary liczb. Uzasadnij, ze zadna z tych par nie sktada sie

Zadanie 7
Uzasadnij, ze jeSli w wyrazeniu
@+b2+(c+d?+2a+b)(c+d)

zamienimy miejscami jakiekolwiek dwie sposréd liczb a, b, ¢, d, to warto$¢ tego wyrazenia sie nie
zmieni.

Zadanie 8
N o, (X2 =Y)=1
Rozwiaz uktad rownan: {y 2-x=1

Zadanie 9

W roztworze ilo$¢ substancji rozpuszczonej zwiekszono o p%, a ilo$¢ wody - zmniejszono o p%. Otrzy-
mano roztwor o stezeniu dwukrotnie wiekszym niz poczatkowe i 0 masie o p% mniejszej. Oblicz p.



Klasa 3. Funkcje

Zadanie 1

Punkty A, B, C leza na prostej, przy czym AB =3, a BC =6 (zob.
rysunek obok). Punkt A jest $rodkiem okregu o promieniu 1,
a punkt C - okregu o promieniu 4. Rysujemy okregi o Srodku - 3 ¢
w punkcie B i promieniu x. Sporzadz wykres funkcji, ktoéra pro-
mieniowi x przypisuje liczbe punktéw przeciecia okregu o srodku
B i promieniu x z dwoma pozostalymi okregami.

Zadanie 2
Podaj wszystkie punkty nalezace do wykresu funkcji f(x) = % ktérych obie wspélrzedne sg catkowite.
Zadanie 3

Narysuj wykres funkcji, ktora liczbie 0 przyporzadkowuje wartos¢ 0, a argumentowi x # 0 - wieksza
z liczb x i —x.

Zadanie 4

Uzasadnij: jezeli funkcja f(x) =(x — 1)(x +2) + (x + 2)(x — 3) + (x — 3)(x + 4) + (x + 4)(x — 5) przyjmuje pew-
nag warto$¢ dla danego dodatniego argumentu, to istnieje ujemny argument, dla ktérego ta funkcja
przyjmuje te sama wartosc.

Zadanie 5

Sporzadz wykres funkcji:
aAfx)=vx—-4—-/4-x
b) g(x) =3 —2x)3x — 2) +/(2x — 3)(3x — 2)

Zadanie 6
Dana jest funkcja f (x) =

|77:|§I . Czy wiecej jest takich liczb pierwszych, dla ktérych funkcja f przyjmuje
warto$¢ 1, czy tez takich liczb pierwszych, dla ktérych przyjmuje warto$¢ —1? OdpowiedZ uzasadnij.

Zadanie 7

Dane sg funkcje: f(x)=x — 6, g(x) = —x — 2 i h(x) = f(x) + g(x). Wykresy tych funkcji sporzadzono w jed-
nym ukladzie wspoélrzednych. Kazdy z nich przechodzi przez dwa wybrane wierzchotki pewnego
trojkata. Oblicz pole tego tréjkata.

Zadanie 8

Na rysunku przedstawiono wykres funkcji g, ktory sktada sie z ta- N

kich samych fragmentéw (jeden z nich zaznaczono na rysunku .

na czerwono). Dziedzing funkcji g jest zbior liczb rzeczywistych., —/————/+—— BN RN RRY
Ile punktéw wspolnych ma wykres funkcji f(x) = %x Z wykresem 4 \

funkcji g?

Zadanie 9

Dana jest funkcja f(n) = v/22n + 22n+3 ktoérej dziedzing jest zbior liczb naturalnych. Uzasadnij, ze obie
wspolrzedne wszystkich punktéw nalezacych do wykresu funkcji f sq liczbami naturalnymi.

Zadanie 10

Dana jest funkcja f (x) = 2%, ktérej dziedzing jest zbior liczb naturalnych. Na wykresie funkcji f obrano
trzy punkty o odcietych xi, x», x3, takich Ze x» — x; = X3 — x2 = 1. Pole trdjkata o wierzchotkach w tych
punktach wynosi 4. Podaj wspoélrzedne tych punktow.



Zadania dla zdolnych gimnazjalistow, cz. 2 - odpowiedzi i szkice rozwigzan

Klasa 1. Procenty
1. Najmniejsza trzycyfrowa wielokrotnos$¢ liczby 5 to 100, a najwieksza - 995. Mamy wiec 180 trzycyfro-
wych wielokrotnoSci liczby 5. Najmniejsza trzycyfrowa wielokrotnoscig liczby 25 jest 100, a najwieksza
975. Mamy zatem 36 trzycyfrowych wielokrotnosci liczby 25. Stanowia one 20% trzycyfrowych wielo-
krotnosci liczby 5.

2. Krawedz sze$cianu ma diugo$¢ 12 cm. Prostopadlo$cian mial wymiary: 15 cm x 16 cm X 24 cm, a jego
pole powierzchni byto réwne 1968 cm?.

3. Krawedz szeScianu zmniejszono o 20%. Objeto$¢ otrzymanego sze$cianu jest mniejsza o 48,8%.

4. Oznaczmy: m - poczatkowa masa roztworu, x - masa dolanej wody. Wtedy:

0,6m =0,4
m+x
x=0,5m

Masa roztworu wzrosta o 50%.

5. Liczba n musi by¢ podzielna przez 219. Najmniejsza dodatnia wielokrotnoScia liczby 1024 jest 1024.
Liczba n jest wiec wieksza od 1000.

6. Oznaczmy: v - $rednia predko$¢ pana Jerzego, s - droga. Srednia predko$¢ pana Wojciecha wynosi
1,1v.

N

1,1v ., oo _9g_lo
100% 9116

<|w

N

v

Czas przejazdu pana Wojciecha byt o 9%% krotszy niz czas przejazdu pana Jerzego.

7. Oznaczmy: x - poczatkowa masa roztworu. Wtedy masa soli w poczatkowym roztworze jest rowna
pX

PX Stezenie roztworu po dolaniu wody jest réwne: 100 _ . 100% = 100P_o
100 x+1ho 100 +q

8. Suma cyfr liczby podzielnej przez 9 jest dodatnig liczbg podzielng przez 9, czyli jest rowna co
najmniej 9. Najwieksza liczba trzycyfrowa jest 999. Mamy: % =0,(009) = 9,(009) %o > 9 %o.
9. Niech a, b, ¢, d, e beda takimi liczbami, ze 0 < a < b < ¢ <d < e. Zachodzi nieré6wnos$¢:

% > %. Zauwazmy, ze 20% liczby e to %.



Klasa 2. Wyrazenia algebraiczne i uktady ré6wnan

1. Po przeksztalceniu réwnania otrzymamy: q(r + 1) = 1?

> _ 1. Liczba pmoze by¢ réwna: 1, 3 lub 5.
Szukane trojki liczb to: (1, 1, 13), (1, 2, 6), (1, 7, 1), (3, 1, 3), (3, 2, 1), (5, 1, 1).

2. W pierwszym pojemniku jest 60 biatych kul, a w drugim - 90. Oznaczmy: x - liczba przetozonych

. 90—-x _ 60+x _
kul. Wtedy: 300 = x 30O+X.Stadx 20.

3. Po odjeciu stronami drugiego rownania od pierwszego, trzeciego - od drugiego, czwartego - od
trzeciego, otrzymamy:

Xs+X4+X3+X2+x1=0

Xs+X4+X3+X2=0

Xs+X4+X3=0
Po odjeciu stronami drugiego réwnania od pierwszego i trzeciego - od drugiego, otrzymamy: x; =0 i
Xp = 0.

4. a) 1 < l, poniewaz a < a + b.
a+b a

b) Zauwazmy, ze:

1

<
a+b+c

1
<
a+b+c

1
a+b+c

Po dodaniu stronami tych trzech nieréwnosci otrzymujemy nieréwnos$¢ z zadania.

<

0= T= Q=

5. Z pierwszego rownania wynika, ze: x <0 i y <0, natomiast z drugiego rownania mamy: x > 0iy > 0.
Tylko para x = 0 i y = 0 spelnia te zalozenia. Wystarczy sprawdzié, czy jest to rozwigzanie danego
uktadu.

6. Przyjmijmy przeciwnie, Ze istnieje para liczb catkowitych spelniajaca dany uklad réwnan. Wowczas
z drugiego réwnania wynika, ze jedna z liczb jest parzysta, a druga - nieparzysta. Suma ich warto$ci
bezwzglednych jest nieparzysta, co przeczy pierwszemu rownaniu.

7.[(@a+b)+(c+d)?P=(@+b+c+d)?
2x —xy =1

2y —xy =1
2x — 2y =0, czyli x =y. Po podstawieniu do pierwszego réwnania i odpowiednich przeksztatceniach

8. Dany uktad jest rownowazny nastepujacemu: { . Po odjeciu rownan stronami otrzymamy:

otrzymamy: x =1 oraz y = 1.

9. Oznaczmy: m - poczatkowa masa roztworu, s - poczatkowa masa substancji rozpuszczonej, w - masa
wody w poczatkowym roztworze, M - koncowa masa roztworu. Mamy:

= i M = _p_ _ P = P (¢ _
m=s+wiM S+1OOS+W 100w m+100(s w).

Wtedy:

2
S+100S

s(100+p) _ 2s
100m- 190 P

=331
10—333



Klasa 3. Funkcje

1.
LY
b OO
L ®
- e Om——0
1+ °

2.(-1,0), (0,-1), (2,3), (3,2).
3. Nalezy narysowa¢ wykres funkcji f(x) = |x]|.

4. Po przeksztalceniach otrzymamy: f(x) = 4x? — 40. Funkcja f przyjmuje te sama warto$¢ dla argumen-
tow bedacych liczbami przeciwnymi r6znymi od zera.

5. a) Wykresem funkcji f jest punkt (4, 0).

b) Zauwazmy, ze (3 — 2x)(3x — 2) = —(2x — 3)(3x — 2). Suma pierwiastkow jest okreSlona, gdy wyrazenia
pod pierwiastkami jednoczes$nie przyjmujq warto$¢ 0. Zatem (3 — 2x)(3x — 2) = 0. Stad x = 1% Iub x = %
Wykresem funkcji g sa punkty (1 %, 0)i (%, 0).

|7 — x|
7 —1x|
zaj$¢ moze jedynie wowczas, gdy 7 — |x| > 0, czyli |x| < 7. Jedynymi liczbami pierwszymi spelniajgcymi

ten warunek sa: 2, 3 i 5. Zatem co najwyzej dla trzech liczb pierwszych funkcja f przyjmuje wartos$¢
1. Latwo sprawdzi¢, ze f(11) =f(13)={(17)=f(19) = —1, czyli wiecej jest liczb pierwszych, dla ktérych
fx)=-1.

6. Funkcja f jest okreSlona dla x # —7 i x # 7. Licznik wyrazenia jest dodatni, wiec réwnos¢ f(x) = 1

7. Wierzchotkami trojkata sa: (-2, —8), (2, —4) i (6, 8). Pole trojkata jest rowne 16.

8. Zauwazmy, ze f(x)=2 dla x =40, za$ f(x) = -2 dla x = —40. Rozpatrzmy sytuacje dla argumentéw
nieujemnych. Odcinek taczacy punkt (0,0) z punktem (40,2) ma 20 punktéow wspdlnych z wykresem
funkcji g. Dla x > 40 nie otrzymamy nowych punktéw wspolnych.

Dla argumentéw niedodatnich sytuacja jest analogiczna. Wykres funkcji f ma wiec 20+20—-1=39
punktéw wspoélnych z wykresem funkcji g.

9. /22m 3 2273 = \[Pn (1 + 23) = |(2")? - 32 = 3 . 21,

Jesli n jest liczba naturalna, to 3 - 2" tez jest liczba naturalna.

10. Zauwazmy, ze: Ppor = Pacrp — Paopr — Ppcro. 5%
Oznaczmy: x; =t. Wtedy: xo =t +1, x3=t+2.

2t+22t+2 o 2t+22t+1 1 2t+1_£2t+2 1= 21‘—1

Ppor =
201 -4
t=3

Szukane punkty to: P =(3,8), Q =(4,16), R =(5,32).
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