Ktéry z czworokatow przedstawionych na rysunku ma wieksze pole? Odpowiedz uzasadnij.
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Kartke w ksztalcie prostokata o wymiarach 20cm X 5cm pozaginano przy krotszych bokach
W sposOb pokazany na rysunku. Jaka jest odlegios¢ miedzy punktami X i Y?
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Na rysunku przedstawiono fragment pewnej famanej o regularnej budowie. Cala tamana ma
333 boki.

Wszystkie boki tej tamanej maja taka sama dlugosé, a kolejne sg do siebie prostopadte.

a) Narysuj cztery nastepne boki tej tamanej, wiedzac, ze sa potozone wedtug reguty przedsta-
wionej na rysunku.

b) Przez konce catej famanej poprowadzono prosta. Ile punktéw wspolnych ma ta prosta z 1a-
mang?

Pewien prostokat ma wymiary 12cm X 7cm. Przez punkt przeciecia sie jego przekatnych
poprowadzono prosta, ktora podzielita ten prostokat na dwie figury. Z powstatych figur mozna
utozy¢ romb. Jaki jest obwod tego rombu?



Pewien kwadrat podzielono na trzy prostokaty za pomoca dwoch réwnoleglych odcinkéw.
Obwody tych prostokatéw sa rowne 34 cm, 36 cm i 38 cm. Ile wynosi obwéd kwadratu?

W kwadracie ABCD zaznaczono na boku BC taki
punkt E, ze |<BAE|=15°, a na boku CD - taki c
punkt F, ze |«<FBC| =30° (zob. rysunek obok). Pro-
sta BF przecina prostg AC w punkcie G, a prosta AE
w punkcie H. Uzasadnij, ze tréjkaty AHG i HBE sa i
rownoramienne.

Diugosci podstaw trapezu ABCD wynosza: |AB| = 99,

|CD| =22. Przekatna AC podzielita ten trapez na h,
dwa tréjkaty. Z wierzchotkéw D i B poprowadzono

wysokosci tych tréjkatéow. Ile jest rowne hy : hy? A 99 B

c
W trdjkacie ABC punkty D i E sa Srodkami od-
powiednio bokéw BC i AC, punkt F jest sSrodkiem
odcinka BE, a punkt G - odcinka AE. Jaka czeScig E D
tréjkata ABC jest czworokat GFDE? ‘
F
A B

Przekatna pewnego czworokata wypuklego dzieli go na dwa tréjkaty o jednakowych polach.
Uzasadnij, ze przechodzi ona przez Srodek drugiej przekatnej.



Na okregu opisano trapez réwnoramienny, ktéorego obwéd wynosi 20 cm. Wysoko$ci poprowa-
dzone z dwoch wierzchotkéw trapezu dziela go na dwa trojkaty i prostokat. Obwaéd kazdej
z powstalych figur wynosi 12 cm. Oblicz pole tego trapezu.

Podziel trapez réwnoramienny niebedacy prostokatem na cztery trapezy réwnoramienne.

Punkt O jest punktem przeciecia przekatnych
szeSciokata foremnego ABCDEF. Prosta a prze-
cina odcinek O A w punkcie X, za$ odcinek OB -
w punkcie Y. Uzasadnij, ze jeSli trojkat OXY jest
rownoramienny, to prosta a jest rownolegta do
przekatnej CF.

Trapez ABCD podzielono na trzy trojkaty row-
noboczne (zob. rysunek obok). W kazdy z tych
trojkatow wpisano okrag. Pole trapezu wynosi
9. Oblicz pole trojkata o wierzchotkach w Srod-
kach tych okregow.

W tréjkat ABC wpisano okrag. Wewnatrz tréjka-
ta obrano punkt P, ktéry potaczono za pomoca
odcinkow z wierzchotkami tego trojkata oraz
z punktami stycznosSci. Trzy z powstalych w ten
sposob trdjkatow zacieniowano (zob. rysunek).
Uzasadnij, ze iloczyn pol zacieniowanych trgjka-
tow jest rowny iloczynowi poél biatych trojkatow.

Na rysunku przedstawiono o$miokat, ktorego
wszystkie boki sg réwnej dtugos$ci, oraz szescio-
katy foremne i kwadraty. Pole kazdego z sze$cio-
katow jest rowne /3. Ile wynosi pole zacieniowa-
nego oSmiokata?




W pewnym czworokacie wypuklym sumy dtugos$ci przeciwlegtych bokéw sa jednakowe. Prze-
katne tego czworokata sg prostopadte. Uzasadnij, ze iloczyny diugos$ci przeciwleglych bokow
sg sobie rowne.

Tréjkat podzielono za pomoca symetralnej jednego z bokéw na trojkat i czworokat. Na czwo-
rokacie opisano okrag o promieniu r. Uzasadnij, ze prawdziwa jest niero6wnos$c:

0,5R <r,
gdzie R - promien okregu opisanego na poczatkowym tréojkacie.

W tréjkacie réwnobocznym ABC poprowadzono
wysoko$¢ CD, a na niej obrano takie punkty E
i1F,ze:

0° < |<EAD|=|<FBC| < 30°
Punkt przeciecia prostych BF i AE oznaczono
literg G. Uzasadnij, ze trojkat EFG jest rézno-
boczny.

Na bokach AB, BC, CA tréjkata ABC zaznaczono odpowiednio takie punkty X, Y, Z, ze:
|[AX|+ |BC| =|CA|+ |BX|
IBY |+ |AC| = |AB| + |CY]
|CZ| +|AB| = |BC|+|AZ|

Uzasadnij, ze Srodek okregu opisanego na tréjkacie XY Z pokrywa sie ze Srodkiem okregu
wpisanego w trojkat ABC.



Wewnatrz trdjkata wybrano punkt X. Obwod tréjkata wynosi L, a suma odlegtos$ci punktu X
od trzech jego wierzchotkéw jest réwna S. Uzasadnij, ze: a) S > %L, b) S < L.

Jeden z wierzchotkoéw trdjkata o katach 50°, 60° i 70° potaczono odcinkami z dwoma punkta-
mi lezacymi na przeciwlegltym boku, dzielac trojkat na trzy trojkaty. Trojkat, ktorego dwoma
bokami sg te odcinki, jest podobny do trdjkata poczatkowego. Podaj miary katéw trojkatow,
na ktore podzielono trojkat poczatkowy.

Na kartce w kratke linie biegnace w jednym kierunku zaznaczono na niebiesko, a linie do nich
prostopadte - na czerwono. Na tej kartce narysowano okrag, ktéry ma 18 punktow wspdélnych
z liniami niebieskimi i 19 - z czerwonymi. Czy pole kola ograniczonego tym okregiem jest
wieksze od pola powierzchni 100 kratek? OdpowiedzZ uzasadnij.

Tréjkat ABD jest symetryczny do tréjkata prostokatne-
g0 ABC wzgledem symetralnej boku AB (zob. rysunek).
Wiadomo, ze: |AC|=8cm i |BC|=6cm. Oblicz pola
tréjkatow AED i ABE.

Dany jest sze$ciokat foremmny ABCDEF o boku dtugosci 1. Punkt G jest srodkiem boku BC,
a prosta EG przecina prosta AB w punkcie H. Oblicz dtugo$¢ odcinka AH.

Jedna z przekatnych pewnego czworokata wypuktego dzieli go na dwa trdjkaty, ktorych sto-
sunek pol jest rowny k. W jakim stosunku punkt przeciecia sie przekatnych dzieli druga
przekatna?

Przedstawione na rysunku trapezy A1B1C1D; i A2B2CoDo

sa podobne. Ktoéra liczba jest wieksza: % czy %31?
A, B, A, B,
Na osi liczbowej zaznaczono punkty o wspotrzednych: 290, 21, 22, 23, ..., 2100, Przez kazdy

z tych punktow poprowadzono prosta prostopadia do osi. Okrag o promieniu 4080 ma Srodek
na jednej z tych prostych i jest styczny do jednej z pozostatych. Ile narysowanych prostych
nie ma zadnego punktu wspolnego z tym okregiem?

Kolejne boki czworokata wypukiego maja dtugosé: 48 cm, 72 cm, 162 cm, 243 cm. Jedna z prze-
katnych dzieli ten czworokat na dwa tréjkaty podobne. Jaka dlugos¢ ma ta przekatna?

c
Na rysunku przedstawiono trojkat prostokatny réwno- /é\
ramienny ABC o przyprostokatnych diugosci 1 oraz E E
romb ADEF. Oblicz dtugo$¢ boku tego rombu.




Zadania dla zdolnych gimnazjalistéw, cz. 3 - odpowiedzi i szkice rozwigzan
Klasa 1. Figury geometryczne

Zadanie 1

Aby porownac pola czworokatéw, trzeba policzy¢, ile kwadratow o boku rownym Srednicy jed-
nego okregu mie$ci sie w kazdym z nich. Czworokat ABCD sklada sie z dziewieciu kwadratow
sjednostkowych”, a czworokat EFGH - z o$miu kwadratow , jednostkowych”. Zatem czworokat
ABCD ma wieksze pole niz czworokat EFGH.

Zadanie 2
Odlegtos¢ miedzy punktami X i Y wynosi 15 cm.

Zadanie 3
Trojkaty ADE i BCD sa rownoboczne, wiec |AD| = |BD| = a. Zatem tréjkat ABD jest rownora-
mienny i | X ABD| = 44°. Stad | « ADB| = 92°, czyli tréjkat ABD jest rozwartokatny.

Zadanie 4

Po podzieleniu catej famanej na 83 segmenty skladajace sie z czterech kolejnych odcinkéow
pozostanie nam jeden odcinek. Prosta ma po 2 punkty wspdélne z kazdym takim segmen-
tem i jeden punkt wspdlny z ostatnim odcinkiem, czyli wszystkich punktéw wspolnych jest:
83-2+1=167

Zadanie 5
Obwdd rombu jest réwny: 4 - 12 = 48 cm.

Zadanie 6

Oznaczmy: a - bok kwadratu. Wtedy:
34+36+38=28a

4a =54 [cm]

Zadanie 7

| XxGAH|=|<CAE| =45° —15° =30°

| <AGH| =|<FGC|=180° — (|<BFC| + | <ACD]|) = 180° — (60° + 45°) = 75°
| *AHG| =180° — (30° + 75°) = 75°

Stad trojkat AHG jest rGwnoramienny.

| «xHBE| =|<FBC| =30°

| <BHE| = |<AHG| =75°

| «BEH| =180° — (30° + 75°) = 75°

Zatem trojkat HBE jest rOwnoramienny.

Zadanie 8
Oznaczmy: H - wysokoS$¢ trapezu. Wtedy:

1 1
Pacp — 71ACIM _ gy oraz Pacpb — z22-H _ 2 wiec h _ 2,
Papc %-lAC|-h2 hp Papc %.gg.H 9’ 2 9
Zadanie 9

1

4

Zadanie 10

Niech pola trojkatow ABD i BCD beda jednakowe. Wysoko-

Sci AF i CE sa wtedy réwne, bo trojkaty te majag wspolny

bok. Ponadto odcinki AF i CE sg rownolegle. Czworokat

AFCE jest wiec rownolegtobokiem, a punkt G - $rodkiem b - : B
przekatnej AC tego réwnolegtoboku, czyli Srodkiem prze-

katnej czworokata ABCD.




Klasa 2. Trojkaty prostokatne, wielokaty i okregi

Zadanie 1 a
Oznaczmy: L - obwod trapezu, P - pole trapezu.

Mamy:

P=0,5L-0,5h=0,25-20-h=>5h

L=2a+2b+2c=20,czylia+b+c=10 y h h ¢
Wiadomo, ze: 2a +2h =12, wieca=6 — h.

Ponadto:

b+c+h=12,czylib+c=12-h

Zréwnoscia+b+c=10mamy: 6 —h+12 — h=10,
a stad h =4.

Pole trapezu jest wiec rowne:

P=5:4=20[cm?]

Zadanie 2
Idee podziatu przedstawia rysunek obok. Linia przerywanag
oznaczono symetralne ramion trapezu.

Zadanie 3

Przyjmijmy, ze trojkat OXY jest rownoramienny. Zaj$¢ mogq dwa przypadki:

I. |OX|=|0Y]|. Poniewaz | <« XOY| = 60°, wiec | <OXY|=|<0YX|=60°, czyli tréjkat OXY jest
rownoboczny. Zatem | XOXY| =60° = | «COY/|, czyli proste XYi CF sa réwnolegle.

II. |OX|=|XY| (albo |OY]| = |XY])

Mamy: |<XYO|=|<X0Y|=60° wiec |<OXY|=60°. Dalej uzasadniamy analogicznie jak
w I przypadku.

Zadanie 4

Oznaczmy:

a - bok tréjkata réwnobocznego

¥ - promien okregu wpisanego w trdjkat rownoboczny

01, 02, O3 - srodki okregow wpisanych w trojkaty ADE, CDE, BCE

Tréjkaty 010203 i AEO; sa przystajace, bo kazdy z nich ma boki dtugosci: a, 2r, 2r.
Pole trdjkata O, 0,03 jest réwne polu trojkata AEOq, czyli (% . 9) . % =1.

Zadanie 5

Oznaczmy: h¢, hg, hy - odlegtosci punktu P odpowiednio od prostych AB, CA, BC.
Mamy:

Papp - Ppep - Pcrp = % - |AD| - h¢ -
Analogicznie otrzymujemy:

Pypp - Pcgp - Papp =1 - [BD| - he - L - [CE| - hy - L - |AF| - hy = hahs-he | AF| . |BD] - |CE]
Wykorzystujac rownosci: |AD| = |AF|, |BD| = |BE|, |CE| = |CF|, otrzymujemy rownos¢, ktéra
nalezalo wykazac.

- |BE| - ha - L - |CF| - hy = Mahs-he .| AD| - |BE| - CF

NO|—
No|—

Zadanie 6

O$miokat mozna podzieli¢ na dwa trapezy i dwa kwadraty. Suma po6l tych trapezoéw jest rowna
/3. Oznaczmy bok o$miokata literg a. Pole jednego kwadratu jest rGwne a?. Ze wzoru na pole
sze$ciokata otrzymamy: a® = % Pole oSmiokata jest wiec rowne:

Aoz (B}



Zadanie 7
Zauwazmy, ze:

j—f\
oo]

{IAB|2=|AE|2+|EB|2 D
ICD|? = |DE|? + |EC|? E
Stad:
|AB|2 + |CD|? = |AE|? + |BE|? + | CE|? + |DE|?
A

Analogicznie otrzymujemy:

|AD|? + |BC|? = |AE|?> + |BE|*> + |CE|?> + |DE|?
Mamy wiec:

|AB|* +|CDI* = |AD|* + |BC|* (¥

Wiemy, ze: |[AB| + |CD| =|AD| + |BC|, czyli
(|AB| +|CD|)* = (|AD| + |BC|)?
|AB|?+2 - |AB| - |CD| +|CD|? = |AD|*+2 - |AD| - |BC| + |BC|?

Wykorzystujac rownos¢ (¥), otrzymujemy:
|AB| - |[CD| = |AD| - |BC]|

Zadanie 8

Tréjkat DBE jest prostokatny, wiec |BE|=2r.
Ponadto |AB| < 2R. Z wlasnosci trdjkata prosto-
katnego mamy: |BE| > |BD|, czyli 2r > |BD|. Za-
uwazmy, ze trojkat ABC jest prostokatny, wiec
|BD| =R. Stad r > 0,5R.

Zadanie 9

Oznaczmy: | < EAD| = x. Wtedy:

| <FEG|=|<AED| =90° — «

| XEFG|=|<DFB| =90° — (60° — ) = 30° + «x

| <xEGF|=180° — (90° — xx+30° + &x) = 60°

Jesli « < 30°, to:

| < FEG| > 90° — 30° = 60°

| *EFG| < 30°+30° =60°

Kazdy kat w trgjkacie EFG ma inna miare, wiec trojkat EFG jest ro6znoboczny.

Zadanie 10

Dodajac stronami pierwsze dwie réwnosci, otrzymamy:

|[AX|+ |BC|+|BY |+ |AC| = |CA| + |BX| + |AB| + |CY|

|AX|+ |BC|+|BY|=|BX|+|AB|+|CY|

|[AX|+|CY|+|BY|+|BY|=|BX|+|AX|+ |BX|+|CY|

2-|BY|=2-|BX|

|BX| = |BY|

Analogicznie otrzymamy: |[AX| = |AZ|i|CY|=|CZ|.

Symetralna odcinka XY jest dwusieczng kata XBY, bo tréjkat XBY jest rOwnoramienny. Zatem
punkt przeciecia sie symetralnych odcinkow XY, YZ, ZX jest jednocze$nie punktem przeciecia
sie dwusiecznych katéw ABC, BCA, CAB, czyli $rodki, o ktérych mowa w zadaniu, pokrywaja
sie.



Klasa 3. Figury na pltaszczyznie i figury podobne

Zadanie 1
a) Z nierownoSci tréjkata mamy:

|XA|+|XB| > |AB]|

I XA|+|XC| > |AC]

|XB| +|XC| > |BC|
Stad:
2(IXA| + [XB| + |XCl|) > |AB| + |BC| + |AC| B
Czyli 2§ > L, wiec S > 3L.
b) Z nieréwnosci trojkata mamy:
|CD| < |CA| + |AD|
|CD| +|DB| < |CA|+ |AD| + |DB|
|CD| + |DB| < |CA| + |AB|
W ten sam sposob otrzymujemy nierownosé:
|CX|+|XB| < |CD|+ |DB|
Z tej i z poprzedniej nieréwnosci mamy:
|CX|+|XB| < |CA|+ |AB|
Analogicznie otrzymujemy:
|AX|+|XB| < |AC|+|CB|i|AX|+|XC| < |BA|+ |BC]|
Po dodaniu tych nieréwno$ci stronami mamy:
2(| XAl + | XB|+|XC|) < 2(|JAB| + |BC| + |CA))
S<L

Zadanie 2
10°, 50°, 120°
10°, 60°, 110°
50°, 60°, 70°

Zadanie 3
Pole tego kota jest mniejsze od pola powierzchni 100 kratek: 7 - 25 < 4 - 25 =100

Zadanie 4

Oznaczmy: x - dtugo$¢ odcinka EB. Wtedy |DE| = 8 — x.
Z twierdzenia Pitagorasa dla tréjkata ADE mamy:

6%+ (8 — x)> =x?

36 + 64 — 16x +x% = x°

Stad x = 6,25.

IDE| =8 -61=13

PAED = % -6 - 1% = 5,25C1’Il2
Pagr=3-6-8—5,25=18,75cm?
Zadanie 5

Proste ED i BC przecinajq sie w punkcie I. Trojkat CID jest trojkatem rownobocznym o boku 1.
Proste AB i ED sa réwnolegle, wiec | < GBH| = | <GIE| oraz | <GHB| = | < GEI|, czyli tréjkaty
BHG i EGI sa podobne, a skala podobienistwa jest rowna:

Mamy wigc:
|BH| =1 - |EI| =3,
czyli |[AH| =1+ % =15,



Zadanie 6

D

Papc — 0,5-1ACI|-|EB| _ |EB| —
Pacp  0,5-1ACI|-|FD|  |FDI|
Zauwazmy, ze wysokosSci BE i DF sa réwnolegte.
Katy GBE i GDF sa naprzemianlegte, czyli rowne, c E
wiec trojkaty BEG i DFG sa podobne, a skala podo- A F . ¢

.. . , |EB| _ |BG| _
bienistwa jest rOwna 1ED k. Zatem: D] =k.
Zadanie 7 e
Oznaczmy: H - wysoko$¢ trapezu A B, C1D;. Wtedy:
PA1C1D1 — %lAlcllhl — m
Paycisy  1ALCr Ik B2
Pajcyp; _ 3-1C1D1|-H _ 1C1Dy |
Paic1By %-lAlBH-H [A1B1]

. hy _ |C1Dy]

Zatem: h = [AB
Analogicznie w drugim trapezie otrzymamy: 1 h3 = l|§f£§ ||
Z podobieristwa trapezéw mamy: 1211 = |C2D2| wiec M = h3

b b Y- [A\B| T [A2B] &C hy  hy

Zadanie 8

Oznaczmy kolejne proste nastepujaco: Ag, A1, Ao, As, ..., A190. Przyjmijmy, ze Srodek okregu
znajduje sie na prostej Ag, a styczng niech bedzie prosta Ay,. Odlegto$¢ miedzy tymi prostymi
jest rowna 4080, czyli |2k — 2™| = 4080.

Przyjmijmy, ze k < m. Wtedy:

2m — 2k = 4080

2k@2m-k — 1) = 4080

Poniewaz 4080 = 16 - 255 = 2% - (28 — 1), wiec k =4 i m = 12. Srodek okregu lezy na prostej A,
i okrag jest styczny do A1, lub odwrotnie (gdyby przyjaé, ze k > m).

W pierwszym przypadku okrag jest rozlagczny z 101 — 13 =88 prostymi, a w drugim
-74+(101 — 13) =92 prostymi.

Zadanie 9

I przypadek

Przyjmijmy, ze przekatna, o ktorej jest mowa w zadaniu, to odcinek 48
AC. Oznaczmy: p - dtugos$¢ przekatnej AC.
Z nieréwnosci trojkata dla trojkata ABC mamy: p < 234, a dla troj- B
kata ADC: p > 243 — 48 =195, czyli 195 < p < 234. W tréjkacie ABC
odcinek AC jest najdiuzszym bokiem, a najkrétszy bok w tym tréjka-
cie ma diugos¢ 72 cm. W tréjkacie ADC najdiuzszy bok ma diugos¢
243 cm, a najkrétszy 48 cm. Jesli te trojkaty bylyby podobne, zacho-
dzitaby proporcja: 2. = 72, Stad p = 364,5. Ta warto$¢ p nie spelnia

243 ~ 48"
warunku 195 < p < 234.

243 162

II przypadek

Przyjmijmy, ze przekatna, o ktorej jest mowa w zadaniu, to odcinek BD.

Oznaczmy: q - dlugos¢ przekatnej BD.

Z nierownosci trojkata mamy: g > 243 — 162 =811 g <48 +72 =120, czyli 81 < g < 120. Za-

tem g jest najkrotszym bokiem w trdjkacie BAD i najdituzszym w trdjkacie BCD. Mamy wiec:
4 czyli g = 108.

243 ~ 162’ -
Zatem przekatna ma dtugos¢ 108 cm.

Zadanie 10
Oznaczmy: a - bok rombu.
Tréjkat FEC jest podobny do trojkata ABC w skali -4

a —
|BE| = a,w1ec\/§+a 1.Stada=2 - V2.

czyli |CE| = 4. Ponadto

Nk NG



