Klasa 1. Wyrazenia algebraiczne

Zadanie 1
Znajdz cztery rézne liczby naturalne, dla ktérych warto$¢ wyrazenia:
(n—1)(n—23)(n—456)(n — 7890)
1234567890

jest dodatnia liczba naturalna.

Zadanie 2
Uzasadnij, ze dla dowolnych liczb a, b, ¢ oraz d wyrazenie:

Wi=@a@-b+c—-da+b-c-d(d-c—-b-a)d—-c+b-a)
przyjmuje takg sama warto$¢ jak wyrazenie:

Wo=(@+b+c—-d(a-b+c—-d)(d—-c+b—-a)d+c—b —a)

Zadanie 3 ’7
Przedstawiona na rysunku figura jest zbudowana z pieciu prostoka-

tow o obwodzie d. Kazde dwa sasiednie prostokaty majg wspolny
fragment brzegu. Wszystkie te odcinki maja taka sama dlugosé,
oznaczmy jq przez x. Jaki obwdd bedzie miala figura zbudowana
W ten sposob z n prostokatow? X

Zadanie 4
Warto$ci wyrazen x+1, x+3, 4 —x, gdzie x jest liczba calkowita, sa dlugo$ciami bokéw
pewnego trdjkata. Oblicz obwdd tego trojkata.

Zadanie 5

Dane sa wyrazenia: P =2x+y i Q =x — 2y. Uzasadnij, ze dodajac lub odejmujac odpowiednia
liczbe razy te wyrazenia, mozna otrzymac: a) 55x, b) 55y.

Zadanie 6

Sume liczb naturalnych od 1 do n mozna obliczy¢ za pomocg wzoru: w, a sume kwa-
dratéw liczb od 1 do n - ze wzoru: %. Wojtek obliczyl sume kwadratéw liczb
naturalnych od 1 do pewnej liczby n i otrzymal taki sam wynik jak Jurek, ktoéry obliczyt
sume kolejnych liczb naturalnych od 1 do 2n. Ile sktadnikow miata suma Wojtka?

Zadanie 7
O pewnych liczbach catkowitych a, b, ¢ wiadomo, ze: a(b +c)+b(a+c)+c(a+b) =31 oraz
abc = 10. Oblicz sume odwrotnosci liczb a, b, c.

Zadanie 8
Podaj trzy r6zne wyrazenia algebraiczne W(x), z ktoérych kazde dla wymienionych w tabeli
wartosci x przyjmuje podane wartosci W(x).

X -2 0 2
Wkx) | =32 | 0 | 32

Zadanie 9
Uzasadnij, ze jesli do liczby trzycyfrowej dodamy czterokrotno$¢ cyfry dziesiatek, pieciokrot-
nos¢ cyfry setek i szeSciokrotno$¢ cyfry jednosci, to otrzymamy liczbe podzielng przez siedem.

Zadanie 10
Czy istnieje trdjkat o bokach diugosci a, b, ¢, w ktérym:

a) b stanowi 20% diugosci a, zas ¢ stanowi 20% obwodu trdjkata,
b) b stanowi 40% diugosci a, zas ¢ stanowi 40% obwodu tréjkata?



Klasa 2. Graniastostupy i ostrostupy

Zadanie 1

W pewnym graniastostupie prawidtowym trdjkatnym wszystkie krawedzie (boczne i podstawy)
maja te sama diugos¢. Znajdz wszystkie rozne siatki tego graniastostupa.

Uwaga. Siatki uznajemy za rézne, gdy nie sg figurami przystajacymi.

Zadanie 2
Pewna bryla ma 20 Scian, ktore sg tréjkatami. Uzasadnij, ze ta bryta nie moze mie¢ ani 24 kra-
wedzi, ani 24 wierzchotkéw.

Zadanie 3
Uzasadnij, ze wszystkie siatki danego szeScianu maja jednakowe obwody.

WskazowKa. Istnieje 11 réznych (nieprzystajacych) siatek danego szesScianu.

Zadanie 4

Graniastostup prawidtowy czworokatny o krawedzi podstawy 10 przecieto
ukosnie ptaszczyzng WXY Z, tak ze: w
|[AX|=|DW|=7 |BY|=|CZ|=13 X
Oblicz objeto$¢ bryly ABCDWXY Z. D ¢

Zadanie 5

Na rysunku przedstawiono sze$cian. Uzasadnij, ze
pole trdjkata IHJ jest mniejsze od pola trdjkata
AJH. DI— —=>C

A~

K:)/

Zadanie 6
Pola trzech $cian prostopadio$cianu maja sie do siebie jak 1:2: 3. Suma diugosci krawedzi
tego prostopadlos$cianu wynosi 33 cm. Oblicz objeto$¢ tego graniastostupa.

Zadanie 7

Wszystkie krawedzie bryly przedstawionej na rys. 1.
maja te sama diugos¢. Uzasadnij, ze rys. 2. nie moz-
na dokonczy¢ tak, aby otrzymac siatke tej bryty.

Zadanie 8 ,
Uzasadnij, ze z 8 kostek do gry nie mozna utozy¢ Iys. 1

szeScianu w taki sposob, by suma oczek na wszyst- rys. 2
kich widocznych $ciankach byta réwna 46.

Zadanie 9

Do dwédch przeciwleglych Scian szeScianu doklejono ostrostupy prawidiowe czworokatne, tak
ze podstawa kazdego z nich pokryla sie ze $ciana sze$cianu. Ile przekatnych ma utworzona
w ten sposob bryta?

(Przekatna wieloscianu to odcinek 1agczacy dwa wierzcholki tego wielo$cianu, ale niezawarty
w zadnej ze $cian tego wielo$cianu.)

Zadanie 10 v ¢
Dany jest szeScian ABCDEFGH o krawedzi 2. Ile jest punktow lezacych E F

na krawedziach tego sze$cianu, ktérych odlegto$¢ od wierzchotka A

jest rowna 3? D c




Klasa 3. Bryty

Zadanie 1

Dane sa: a, P, V. Uzupelnij tabele za- - Pole —

mieszczong obok. Krawedz powierzchni Objetos¢
Sze$cian nr 1 a

Zadanie 2 3 Sze$cian nr 2 P

Uzasadnij, ze jeSli graniastostup ma —

o 18 krawedzi wiecej niz ostrostup Szescian nr 3 vV

i 0 18 wierzchotkéw wiecej niz ostro-
stup, to obie bryly maja po tyle samo
$cian.

Zadanie 3

Walec, w ktérym stosunek promienia podstawy do wysokosci jest réwny 0,6,
podzielono ptaszczyzna na dwa walce - gérny i dolny (zob. rys.). Odlegtos¢
srodka gornej podstawy gornego walca od dowolnego punktu lezgcego na
okregu wyznaczonym przez wspoélne podstawy obu walcow jest réwna wy-
sokos$ci walca poczatkowego. Oblicz stosunek objeto$ci géornego walca do
objetosci dolnego walca.

Zadanie 4

W sze$cianie o krawedzi 1 wybrano przekatna jednej ze Scian oraz taka przekatna sze$cianu,
ktéra nie ma z nig punktow wspdolnych. Wybrane odcinki stanowig dwie krawedzie pewnego
czworo$cianu. Oblicz objeto$¢ tego czworo$cianu.

Zadanie 5

Dany jest ostrostup prawidtowy czworokatny. Wszystkie krawedzie tej bryly maja dlugosé¢ 1.
W kazda $ciane tego ostrostupa wpisano okrag. Srodki tych okregéw sa wierzchotkami pewne-
go ostrostupa. Oblicz jego objetos¢.

L K
G J
Zadanie 6 = f
W graniastostupie prawidtowym przedstawionym na rysunku krawedz »
boczna jest dwukrotnie dituzsza od krawedzi podstawy. Punkt P jest $§rod- p '
kiem krawedzi DJ. ZnajdZ miary katow tréjkata FPL. N £ E b
B c

Zadanie 7
Najwiekszg objetoscia, jakg moze osiggnac¢ graniastostup prawidiowy czworokatny, majacy su-
me wszystkich krawedzi réwng 120 cm, jest 1000 cm3. Jaka najwieksza objeto$¢ moze osiggnac
graniastostup prawidtowy trdjkatny o sumie krawedzi roéwnej 90 cm?

Zadanie 8

Prosta a i trojkat rownoboczny ABC leza w jednej ptaszczyznie. Prosta a, prostopadia do boku
AB, przechodzi przez punkt B. Podczas obrotu tego trdjkata wokot osi a jego boki wyznaczajg
pewne figury. Oznaczmy przez S,z pole figury wyznaczonej przez bok AB, Sgc - przez bok BC
iSca - przez bok CA. Wykaz, ze Sag + Sgc = Sca.

Zadanie 9
Walec umieszczono w kuli tak, ze okregi obu podstaw sg zawarte w sferze. Uzasadnij, ze pole
powierzchni bocznej walca stanowi nie wiecej niz potowe pola powierzchni tej kuli.

Zadanie 10

Trojkat rownoboczny obraca sie w przestrzeni wokot prostej zawierajacej jeden z jego bokow,
wyznaczajac pewna brylte obrotowa. Uzasadnij, Ze jej objetosc¢ jest rowna iloczynowi pola tego
trojkata i dlugosci okregu wyznaczonego przez tor, po ktérym porusza sie punkt przeciecia
sie srodkowych tego trdjkata.



Zadania dla zdolnych gimnazjalistow, cz. 4 — odpowiedzi i szkice rozwigzah

Klasa 1. Wyrazenia algebraiczne

Zadanie 1
1234567890 +1, 1234567890 +23, 1234567890 +456, 1234567890 + 7890

Zadanie 2

Wynika to z réwnoSci:
a-b+c-d=—-(d-c+b-a)
a+b—-c—-d=-(d+c—-b-a)
d-c-b—-a=-(a+b+c-d)
d-c+b—-a=—-(a—-b+c-d)

Zadanie 3
nd - 2(n-1)x

Zadanie 4
x+1>0,wiecx > —1
x+3>0,wiec x > -3
4—-x>0,wiecx <4
Dla x rownego kolejno 0, 1, 2, 3 otrzymujemy odpowiednio trojki liczb:
1,3,4; 2,4,3; 3,52; 4,5,1.
Nieréwnos¢ tréjkata jest spetniona jedynie dla liczb 2, 4 i 3. Obwdd tego trdjkata jest réwny 9.

Zadanie 5
a) Q +2P =5x, wiec 11Q +22P =55x b) P —2Q =5y, wiec 11P — 22Q =55y
Zadanie 6
nn+1)2n+1) 2n(2n+1)
= n=>5
6 2
Zadanie 7

alb+c)+ba+c)+cla+b)=2(ab+ac+bc),wiec ab +ac +bc =15,5

l+l+1_bc+ac+ab_15,5_155
a b ¢ abc 1m0

Zadanie 8
Wi(x) =x°, Wa(x)=4x3, Ws(x)=16x

Zadanie 9
100x + 10y + z - liczba trzycyfrowa
100x + 10y +z+4y +5x+62=105x+ 14y + 7z = 7(15x + 2y + 2)

Zadanie 10

a)b=0,2a

c=0,2(a+b+c)

c=0,2(1,2a+c)

c=0,3a

Nie istnieje tréjkat o bokach diugosci a, 0,2a, 0,3a, bo 0,2a+0,3a < a.

b) Analogicznie otrzymujemy ¢ = %a.

Poniewaz 0,4a < %a <a i 04a+ %a = 1%61 > a, wiec taki tréjkat istnieje.



Klasa 2. Brytly

Zadanie 1

] | L] |

Zadanie 2

Kazda krawedz tej bryly powstaje z potaczenia dwéch bokow trojkatéw, wiec bryla ta ma
20:3 = 30 krawedzi.

Kazdy wierzchotek tej bryly jest utworzony z co najmniej trzech wierzchotkéw trdojkatow.
Wszystkich wierzchotkéw w 20 tréjkatach jest 60, wiec bryla ma nie wiecej niz % =20 wierz-
chotkow.

Zadanie 3

Kazda siatke mozna utworzy¢ w nastepujacy sposob. Dwa kwadraty ($ciany szeScianu) ta-
czymy wzdluz boku, wyznaczajac w ten sposéb jedna krawedz szeS$cianu. Po odpowiednim
dotaczeniu pozostatych kwadratéw powstajg kolejne krawedzie. Na siatce mamy 5 gotowych
krawedzi. Pozostatych 7 krawedzi powstanie ze zlgczenia ,zewnetrznych” bokéw tych kwa-
dratéw. Takich bokow jest wiec 7 - 2 = 14 i stanowig one obwdd siatki.

Zadanie 4
Bryta ABCDWXYZ to graniastostup czworokatny. Podstawa tego graniastostupa jest trapez pro-
stokatny o polu 100. Objeto$¢ graniastosiupa wynosi 1000.

Zadanie 5
Oznaczmy: a - krawedz sze$cianu. Wéwczas: |IJ| =a, |AJ|=|IH| = @a, |JH| = @a.

— 2 —

Parny = %
Zatem pole trojkata IHJ jest mniejsze od pola trdjkata AJH.

Zadanie 6
Oznaczmy przez a, b, ¢ dtugosci krawedzi prostopadto$cianu i przyjmijmy, ze a < b < c. Wow-

czas mamy: ab < ac < bc oraz % =21 Z—g = 3, skad otrzymujemy b = %C ia= %C.

4 . <c+lc+lc>=33 c=4,5

2 3
=c-Llec. 10103 =153 3
V=c 5C3C §C \% 1516 [cm?]
Zadanie 7

Troéjkat, ktéry przedstawiono na rys. 2, uniemozliwia sklejenie cze$ci bryly z rys. 1 wyznaczo-
nej przez pie¢ kwadratow.

Zadanie 8

Na kazdej kostce najmniejsza suma oczek na trzech widocznych Sciankach wynosi 6, wiec
nie mozna ulozy¢ sze$cianu z 8 kostek do gry w taki sposob, by suma oczek na wszystkich
widocznych $ciankach byta réwna 46.

Zadanie 9
17 przekatnych

Zadanie 10

Punktami najdalej polozonymi od A i lezacymi na $cianach o wspélnym wierzchotku A sa
C, FiH, ale |AC| = |AF| = |AH| = 2+/2 < 3. Niech punkt X lezy na krawedzi GH i |AX]| = 3.
Woéwcezas: |[HX|? = |AX|? — |[AH|? =32 — (2/2)2 = 1, czyli |[HX| = 1, wiec punkt X jest srodkiem
krawedzi GH. Analogiczng wlasno$¢ maja $rodki krawedzi CG i FG. Zatem sg trzy punkty
spelniajagce warunki zadania.



Klasa 3. Graniastostupy i ostrostupy

Zadanie 1 . Pole L
Krawedz powierzchni Objetos¢
Sze$cian nr 1 a 6a? a3
SzeScian nr 2 @ P @
Szeécian nr 3 yv 6+/V2 1%
Zadanie 2

Niech podstawa ostrostupa bedzie n-kat, a graniastostupa k-kat, gdzie n, k - liczby naturalne

wieksze od 2. Wowczas:

Ostrostup | Graniastostup
Liczba wierzchotkow n+1 2k
Liczba krawedzi 2n 3k
Liczba $cian n+1 k+2
3k-2n=18
Mamy zatem: {
Y 2k—n-1=18

Stad k=20in=21. Wtedy n+ 1 = 22 oraz k + 2 = 22. Bryly maja wiec po tyle samo $cian.

Zadanie 3
Wysoko$¢ gérnego walca jest rowna:

VHZ =2 =+JH2 — (0,6H)* = 0,8H
V,=1r?-0,8H
Vi=1r?.0,2H

. Vg _ 08 _
Zatem: Vr =02 4,

Zadanie 4

Niech wybrang przekatna bedzie AC. Wowczas przekatna szeScianu,
ktéra nie ma z nig punktu wspélnego, jest BH lub DF.

Z doktadnoscig do symetrii przyjmijmy, ze czworo$cianem opisanym
w zadaniu jest ABCH. Objeto$¢ tej bryty jest réwna: D ——/C

V=1 Pyc-|DH| =} Al g

Zadanie 5

Podstawa tak wyznaczonego ostrosiupa jest czworokat o row-
nych i prostopadtych przekatnych. W trdjkacie GHE mamy:
IGH| =1, |EG|= |EH| =

Trojkaty prostokatne EFH i EKJ sa podobne w skali % wiec

=2.1_1
KJI=5-2=3
Pole podstawy matego ostrostupa jest réwne P, = % . % . % = %.
Wysokos¢ tego ostrostupa stanowi % odcinka EF, czyli £

heg () - ()= ¢ NN

Szukana objetos¢ jest rowna: V =

23
[
Z

w|—
©oln

Zadanie 6

Oznaczmy: a - dlugos¢ krawedzi podstawy graniastostupa.

W tréjkacie FDP mamy |« FDP| =90° oraz |FP|* = (a\/§)2 +a® =4a®, czyli |FP| = 2a. Latwo
zauwazy¢, ze | DFP| =30°, |[<LFP| = |«<PLF|=60°. Stad: |« FPL| =180° — 2 - 60° =60°.



Zadanie 7
Oznaczmy: a - krawedZ podstawy graniastostupa prawidtowego czworokatnego, h - wysokos$¢
graniastostupa prawidtowego czworokatnego. Wtedy:

8a+4h =120
h=30-2a
Vi =a*h=30a? - 2a3

Oznaczmy: ¢ - krawedZ podstawy graniastosiupa prawidtowego trojkatnego, H - wysokos$¢
graniastostupa prawidtowego trojkatnego. Wtedy:

6¢c+3H =90

H=30-2c

Vs =8 . (30 - 20) = 3(30c? - 2¢3)

Jesli 0 < ¢ < 15, to najwieksza warto$ciaq wyrazenia V4 jest 1000. Poniewaz 0 < ¢ < 15, wiec
najwieksza warto$¢ wyrazenia V3 jest rowna @ - 1000 = 250+/3 cm3.

Zadanie 8
Oznaczmy bok trdjkata przez x. Wéwczas:

SAB=7T-X2
Sgc=n-%x-x=%rrx2

SAc=1T-X-2X—‘IT-%X-X=1,5‘ITX2

Zatem Sag + Sgc = Sac.

Zadanie 9
Niech promien kuli bedzie réwny R. Oznaczmy: ¥ - promien podstawy walca, H - wysoko$¢
walca. Wtedy:

H? +(2r)> = (2R)?

H? = 4R? — 472
H=2/R?2-7r2

Pyy = 27rH = 41tr/RZ = 12
Py =41 - R?

P _  4mR®* _ R?

Ppy  4mrVR2-r2  pJRZ-y2

Przypusémy, ze: — R < 2. Wtedy:
YPUSCIY, 26 Remr Y

R?<2r/R?Z-7r?

R? < 4r*(R? —r?)
4r* —4r’R®>+R? <0
(2re =R <0

P >2 czyli Py < 1Py

Otrzymana nierownos¢ jest sprzeczna, co oznacza, ze P 5
w

Zadanie 10

Oznaczmy: a - dlugos¢ boku trojkata.

Obracajacy sie trojkat tworzy dwa stozki o wspdlnej podstawie i takiej samej wysokosci row-
nej %. Promien podstawy stozka jest rowny “2—\5. Zatem objeto$¢ bryly wynosi:

2.%1‘(..Q=Ea3

Pole trdjkata, ktory sie obraca, jest rowne %. Odleglo$¢ punktu, w ktorym przecinajg sie

srodkowe tego trojkata, od osi obrotu wynosi: 1 - ays - “Tﬁ.

Mamy: % - 217 - “Tﬁ = %a3.



